TEMA2 ESPACIOS VECTORIALES. PROPIEDADES.(2019_20)
21 ESPACIOS VECTORIALES

DEFINICION: Sea O =+ ¥ conjunto,
(K,+,.) cuerpo, "+" ley de composicion interna,
"." ley de composicion externa en J con dominio de operadores en K
(V,+,.K) es un espacio vectorial sobre K si:
1) (V,+) grupo conmutativo
2)Ademas: H)Au+v)=Au+iv  Vu,ve V,ViekK
) A+pwu=Ai+uu ViAueKVuelV
i) (Aw)a = Auu) ViueKVuelV
v)lu=1u YuelV
Notacién: 1) El cuerpo K : cuerpobase (K=Q,R 6C)
2)Elementos de V': vectores u,v,w...3) Elementos de K :escalares. A, u. ..
EJEMPLOS: 1) El e.v. de los vectores libres del espacio.
2) El e.v. nulo. 3) Todo cuerpo es e.v. sobre si mismo.
4) (R",+,.) ese.v.sobre R

22 SUBESPACIOS VECTORIALES
DEFINICION: (V,+,.K) es un espacio vectorial sobre K, Uc V,U # O
U es un subespacio vectorial de V si

(U,+,.K) es un espacio vectorial sobre K

PROPOSICION: (caracterizacion de s.v.)

Sea (V,+,.) es un espacio vectorial sobre K, Uc V,U # O
U es un subespacio vectorial de V &

u+velU Vu,v e U
= o Ai+upv e Udonde z,v € U, A,u € K
AieU VielU , VieK

OBSERVACION: Uesuns .v.deV = 0e U
EJEMPLO: (Prb 1 Hoja2_01)
1) Sea (V,+,.) es un espacio vectorial.
O = {0} ess.vde V.y V es s.v de si mismo.
2) U= {(x,x)/x € R} es s.v de R?
3) U= {(x,0)/x € R} es s.vde R?
4) En R?, U ={vectores con origen en O y extremo en la recta r}
donde r es una recta que pasa por el origen. U es un s.v. de R?
5) En R?, A ={vectores con origen O y extremo en la recta r} U
U {vectores en O y extremo en la recta s} donde
ry s son una rectas que pasan por el origen, r # s. A no es un s.v. de R?
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.3 OPERACIONES CON SUBESPACIOS VECTORIALES:

INTERSECCION DE S.V.

DEFINICION: Sea V e.v.sobre K, ysean U, y U, s.vde V

Sedefine U NUy,={ueV/aeU yuce U}

PROPOSICION: Sea V e.v.sobre K, ysean U, y U, s.vde V

Se puede asegurar que su interseccién U; N U, es también un s.v. de V
De forma general

DEFINICION Sea V e.v.sobre K, y sea {U; : i € I} una familia de s.vde V

Sedefine NigU;={ueV/aelU;}

PROPOSICION: SiV e.v.sobre K, y {U; : i € I} una familia de s.v de V.

Entonces la interseccion Ni; U; es también un s.v. de V.

EJEMPLO : (Prb 2 Hoja 2_0)
Sea (R3,+,.) e.v. sobre R .Comprobar que son s.v. de R?
a)U, = {(xl,x'g,O)/xl,xg € R}, b) Uy = {(x1,0,x3)/x1,x3 € R} ye)U; N U;
OBSERVACION: Launién de s.v. no es en general un s.v.
U; = {(x,x)/x € R} es s.vde R?
Uz = {(x,0)/x € R} es s.v. de R?

}Pero U; UU; no es s.v.de R?

SUMA DE S.V.

DEFINICION : Sea V e.v.sobre K, ysean U; y U, s.vde V
Se define U; + U, = {1/_11 +1, s up € Uy Yu, € Uz}
PROPOSICION: SiV es e.v.sobre K, yU;,U;sons.v.de V.
Entonces U, + U, es también un s.v. de V.
En general

DEFINICION : Sea V e.v.sobre K, ysean U,,...,U,s.v.deV
Sedefine D" U, = {ui +...+u, : uy € Uy,...,0, € U,}
PROPOSICION: SeaV e.v.sobre K, ysean Uj,...,U,s.v.deV
Entonces susuma ' U, es s.v.deV es también un s.v. de V.
EJEMPLO: (Prb 3 Hoja 2 _0) Sea (R?,+,.) e.v. sobre R .
Comprobar que U; y U, son s. v. de R? y determinar U; + U,

1) U; = {(x,0,0)/x € R} y U, = {(0,y,0)/y € R}

2) U = {(a,2a,0)/a € R} y U = {(B,0,-B)/B € R}
OBSERVACION: Sea V e.v.sobre K ;U;,U, s.v.de V .
U; N U; es el mayor s.v. contenido en U, y U,
U, + U, es el menor s.v. que contienea U, y U,
U; UU; no es en general un s.v. 2




2.4 SUMA DIRECTA. ESPACIOS SUPLEMENTARIOS

DEFINICION:Sea V e.v. sobre Ky sean U;,....U, s.v. de V .
Se dice que >’ U; es suma directay se nota U, &...9U,

si cualquier vector del e.v.suma puede expresarse
de forma unica como suma de los e.v. sumandos.

PROPOSICION:Sea V e.v. sobre K y sean U;,...,U, s.v. de V .
1) Si U, +...+U, es suma directa entonces U; N\ U; = {0} sii #
2) El reciproco no es cierto en general.

Sin embargo en el caso particular de dos s.v

PROPOSICION:Si V e.v. sobre Ky son U;,U; s.v. de V..
U, +U; sumadirecta < U, NU; = {0}
Se expresa U; & U,

ESPACIOS SUPLEMENTARIOS

DEFINICION:Sea V e.v. sobre K ; U;,Uss.v. de V
SiV=U, & U, sedice que U; y U, son s.v. suplementarios de V
V=U;+U
Y evidentemente: V=U, & U, & R _
U, NU; =<0}
EJEMPLOS: (Prb 4 Hoja 2 _0)

Obtener U, + U,, U, N U, y razonar si son 0 no s.v. suplementarios.
U = {(x,x)/x € R} s.vde R?, U, = {(x,0)/x € R} s.v. de R?

2)U; = {(x,,0)/x,y € R} s.vde R3,U, = {(0,0,z)/z € R} s.v de R?
3)U; = {(x,7,0)/x,y € R} s.vde R*,U; = {(x,0,z)/x,z € R} s.vde R?
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.5 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

DEFINICION: Sea V un e.v. sobre K,

y consideremos el conjunto de vectores {u;,... i,y < V.

Se define combinacioén lineal ( C.L ) de {#,...,u,} atoda expresion de la forma :
Aty +. . AT, donde 4; €K, i=1,...n

DEFINICION:Sea V e.v. sobre K y consideremos el conjunto {@,...,7,> < V.

Se dice que ves combinacidn lineal 6 depende linealmente de {@,...,%,} Si
A1,..., A € K tal que. V=A111 +...+ A0,

OBSERVACIONES:

Cualquier vector de {@,...,u,} depende linealmente de ellos mismos.
;=070 +... 403, + 1.4, +0.% +...40.5, , i = 1,2,...,n
0 es combinacion lineal de cualquier conjunto de vectores {u,...,%u,}.
0=0.7 +.40.%; +...40.7,, i = 1,2,....n
(R*+,.) evsobreR, (0:-2-1.0) = (.-1,0,1) - 2(1,0,1,0) - (L1,-1,1)
v 7 7> 7R

v es combinacion lineal de {u1,7,,%s3)

DEFINICION:Sean V e.v. sobre K y el conjunto finito de vectores 4

A =Aa,,...,a,y < V. Se define s.v engendrado o generado por 4 a
L) = L({c_ll,...,c_ln}) = {1151 +A2a@y +...AAa, A €K, i= 1,...1’1}
Se dice en ese caso que A4 es sistema generador ( S.G.)

PROPOSICION: Sean V e.v. sobre K, y A4 = {ai,...,a,y < V. Se prueba que
L(A) = L({c_ll,...,c_ln}) = {1151 + Aoy +... 4040, A € K , 1= 1,...1’1}
es un subespacio vectorial (s.v.)

EJEMPLOS: (Prb 5 Hoja 2 _0)
Obtener L(4;) i =1,2,3,4,5
Determinar las ecuaciones paramétricas y las ecuaciones implicitas en cada caso.

1] (R%,+,.) ev. sobre R, Ay = {(=1,2)}, 42 = {(1,0),(0,1)}
2 (R3,+,.) e.v. sobre R, 43 = {u; = (1,0,0),@ = (0,1,0),%; = (0,0,1)}
A4 = {7 = (1,0,0),7 = (0,1,0),}, As = {a; = (1,0,0)},
(R3,+,.) e.v.sobre R, A¢ = {u; = (1,1,1),7 = (-1,2,3),73 = (1,4,5)> 4
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2.6 INDEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES

OBSERVACIONES:

1) Observemos para cualquier conjunto de vectores de (V,+,.K),

S = {uy,...,u,}, el vector nulo 0 es siempre C.L.de los vectores de S.
En efecto 0 = 0@, + 07, +...+07,

2) Consideros ahora los vectores de R*,S = {(3,2,4),(1,0,2),(1,2,0)}

como en 1) se obtiene la c.l. (0,0,0) = 0(3,2,4) —0(1,0,2) — 0(1,2,0)

pero también (0,0,0) = (3,2,4) —2(1,0,2) — (1,2,0)

y tambien (0,0,0) = £(3,2,4) - (1,0,2) - 1(1,2,0)

Observemos por tanto que para este conjunto de vectores S,

existen distintas C.L. que obtienen el vector 0. Se dice en este caso

que los vectores S = {(3,2,4),(1,0,2),(1,2,0)} forman

un sistema linealmente dependiente.

DEFINICION:

Los vectores {u,,u2,...,%,; son linealmente independientes (L.I..)
Si y solo si (por definicion)
0= MU+ Al +... A, = A1 =Ar=...=1,=0
Si los vectores {u,,#u2,...,%,y no son L.I.
se dice que son linealmente dependedientes (L.D.)
DEFINICION:

Los vectores {@;,u>,...,4,; son linealmente dependientes (L.D.)
si y solo si (por definicion)

Existen 11,1,,...,4, no todos nulos tales que 0 = 4,7 + Ayl +...+A,1,

EJEMPLO

En R? los vectores {(1,2),(0,1)} son Li. y {(1,2),(0,1),(1,1)} son I.d.

PROPOSICION: Propiedades de la dependencia lineal

Sea V un e.v. sobre K..Se verifican las siguientes propiedades

1) 0 es C.L. de cualquier sistema de vectores.

2)Si n+ 0 entonces {u} es L.l

3) Cualquier sistema de vectores que contenga el vector 0 es L.D.

4)

5)

Un conjunto con dos vectores iguales forma un sistema L.D.

Anadiendo vectores a un conjunto L.D. se obtiene un conjunto L.D.
6) Cualquier subconjunto de un conjunto L.I. es un conjunto LI.
EJEMPLOS: Recordar Prb 5 Hoja 2_0)
TEOREMA de la dependencia lineal:
Un conjunto de vectores {@,%>,...,14,y €sL.D. sial menos

uno de ellos es combinacion C. L. de los demas

EJ: (Prb 6 Hoja 2_0)Probar si los siguientes sistemas de vectores son ono L.D.
1) En R3,{(1,0,1),(1,-1,1),(2,1,2)},{(1,1,1),(1,3,2),(2,1,2)},4(0,0,0),(1,2,3)}
{(1,2,3),(1,1,1),(-3,2,1)},{(1,2,3),(1,1,1),(3,4,5)},{(1,-1,0)(1,2,7),(1,2,1),(1,0, 1)},
4)En R* {(1,2,1,1),(1,0,1,0)},{(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)},
{(0,0,0,0)(3,1,2,7),(1,2,1,1)},4(1,1,1,1),(0,1,0,1),(1,1,0,0),(2,3,1,2)} 5




2.7BASEY DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL
DEFINICION ElI conjunto de vectores {u,,u2,...,7,y forman

una base del espacio vectorial (V,+,.K) si
es un sistema generador ( S.G. ) quees L.,
es decir,
B = {u,,u,,...,u,y esbasede V< B es S.G. y B es L.l
Se puede afirmar por tanto,
para que B sea una base de V debe verificarse
) Vi € V, Jai,az,...,a, € K CON @ = 17 + 0202 +... 40,0,
) a5 +o2t2 +... 40,0, =0 = a1 =02 =...=a, =0
EJEMPLO: (Prb 7 Hoja2 0) EnR3
1) B ={(,0,1),(1,-1,1),(2,1,2)} no forman una base son L.D.
2) B= {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} es unabase L.I. que es S.G.
3)En R® B; ={(1,2,3),(1,1,1),(-3,2,D)},B, = {(1,2,3),(1,1,1),(3,4,5)},
Bs = {(1,-1,0)(1,2,7),(1,2,1),(1,0,1)}, Bs = {(0,0,0),(1,2,3)>
DEFINICION: Se dice que un e.v. es de dimensién finita si y solo si
tiene un sistema generador finito

TEOREMA :
Todo e.v de dimensidn finita distinto de {0}, tiene al menos una base

TEOREMA :Todas las bases de un e.v. de dimension finita tienen el mismo
numero de vectores.
DEFINICION: La dimensién de un e.v de dimensidn finita es
el numero de vectores de cualquiera de sus bases
Si la dimension del e.v. ¥ es n se designara por 7,

EJEMPLO: Bases candnicas

a)B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es una base de R®.

b)B = {(1,0,0,0),(0,0,1.0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)> es una base de R*.
Luego dim R* =3y dimR* = 4

EJEMPLO: (Prb 8 Hoja 2_0) Comprobar que B es una base del e.v. dado
a)B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} es una base de R3 .

b)B = {(1,0,1,0),(0,1,1.0),(1,0,0,1),(0,0,0,1)> es una base de R*.
Luego dim R* =3y dimR* = 4

TEOREMA : extension a una base

Sea el conjunto de vectores {i;,%>,...,u: L.I. del espacio

vectorial (V,,+,.K) . Siempre es posible extender este conjunto

con vectores de V,, hasta obtener una base B = {u,u2,..., 0k 01, .., 40y
TEOREMA: (unicidad )

Todo vector del e.v. (V,,+,.K) puede expresarse de forma unica
como C.L. de los vectores de una base. 6



DEFINICION: coordenadas de un vector

Los escalares a;,a»,...,a, € K de la C.L. del vector z, Unicos respecto
de la base B, se denominan coordenadas del vector # en esa base.

EJEMPLO :(Prb9 Hj 2_0)

Consideremos las bases B de R* y R* del Prb8 anterior

a)B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} es una base de R? .

b)B = {(1,0,1,0),(0,1,1.0),(1,0,0,1),(0,0,0,1)+ es una base de R*.
Obtener las coordenadas de los vectores v en la base B conociendo
sus coordenadas en la base candnica

ayv = (2,-2,0) b)v =(1,-2,0,1)

TEOREMA : dimensiéon y suma de subespacios
Si U, y U, son subespacios de (V,,+,.K), se verifica que

dim(U; + Uy) = dim(U,) + dim(U;) — dim(U,; N Uz)
TEOREMA : dimensiéon y suma de subespacios
Si U, y U, son subespacios de (V,,+,.K) tales que U, N U, = {0}
se verifica dim(U; & U;) = dim(U,) + dim(U>)

EJEMPLO :(Prb10 Hoja2_0)
Consideremos los s.v. de R*
U = L({(la_laoa 1)7(1a0705 l)a(la 1: 170)})

i X1+x2+x3=0
X1 — X2 — X4 = 0
a) Obtener unas ecuaciones paramétricas, unas ecuaciones implicitas
yunabasede Uy V.
b) Determinar U+ V'y UN V'y obtener unas ecuaciones paramétricas,
unas ecuaciones implicitas y una basede Uy V.
7



2.8 CAMBIO DE BASE

Sean dos bases de V,, , B = {iy,#2,...,0,y Y B' = {v1,v2,...,9,}
dele.v. (V,,+,.K)

Supongamos que la relacién entre las coordenadas de los vectores de
Bylos de B’ es

Vi =cnuy +coir +...+Ccnliy
Vo = C12U| + ClUy +...+Cppliy
Vn = Ciall1 + Coplip +...+Cunliy

Sea el vector w que respecto de la base B, se expresa de forma unica como

W = X111 + X2l +...+Xall, = (X1,Xp,...,X,)p
y como B’ también es base se tiene
W =X\ V1 + X572 4,V = (X),X5,..0,X,)

W= x’l\‘/l +x’2\72 +o LY, =
= x’l(cuﬁl + co1ln +...+C,,1L_t,,) +x/2(0121/71 + coliy +.. .+Cn2ﬁn) +...
e +x£,(cl,,ﬁ1 + conlin +.. .+Cnn17n) =
= (c11x) + c1axh +.. . +C1axy)h1 + (Co1X| + CoaXh +.. . +C2X )l +. ..
v A (emx + emxh + e X)),

' ! /
X1 C11X] + C12Xp +...+CinXy,

_ _ X2 = Ca1X| + CoXh +...+ConX),
de aqui se tiene

Xp = Cp1X| + CpaXh +.. . HCpnX,

que son las ecuaciones del cambio de base de B’ a B.
Matricialmente:

/
X1 Ci1 C12 ... Cin X1
/
X2 C21 C22 ... Cop Xy
X =PX, =
/
Xn Cnl Cn2 ... Cun Xy ,
B B

P es la matriz del cambio de base de B’a B (X3 = PX},)
P! es la matriz del cambio de base de B a B’ (X}, = P7'Xj)

Nota: En ocasiones utilizaremos la notacioén
M(B’,B)=P, M(B,B’)=P"!



Observemos que en las columnas de matriz P

[ en )

C21
son las coordenadas de v, en B.

son las coordenadas de v, en B

son las coordenadas de v, en B

B

EJEMPLO :(Prb11 Hoja 2_0 y Prb14 Hoja 2_2)
A) Consideramos el e.v.R?, las bases B = {7, Y B' = {v1,%}

. Vi = cny + ez
siendo
V2 = CrpUy + C2nU3

Obtener las ecuaciones del cambio de base B’ a B.
B)En.RZ, B = CRz,B/ ={u = (l,l)ch,ﬁz = (I,O)CRz} Yy

B" = {m = (1,2)c,.72 = (-1,1)c,}
b: Obtener las ecuaciones del cambio de base B’ a Cr: y de Cy: a B’
b, Obtener las ecuaciones del cambio de base B” a Cr:y de Cr» a B”
b; Obtener las ecuaciones del cambio de base B’aB’y de B’a B”

EJEMPLO :(Prb12 Hoja 2_0 y Prb15 Hoja 2_2)

Consideremosen R? la base canodnica Cy; y las bases

B =4{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)},B" = {(1,3,2),(0,1,-1),(1,0,0)}.

i) Ecuaciones del cambio de base de la base B y B’ a la base Cy:.

ii) Matriz del cambio de coordenadas de Crs aB yde Cy: a B’

ii) Coord del vector v € R* en B si (1,0,3)c,, son sus coord un la base Cgs.
iii) Coord del vector w € R* en Cgs.si (-1,1,2)5 son sus coordenadas en B .
iv) Matriz del cambio de base de B a B/ y la matriz del cambio B’ a B .

v) Coord del vector # € R* en B’ si (0,—1,2)3 son sus coord un la base B
v) Coord del vector g € R* en B si (1,0,—1), son sus coord un la base B’



